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The formulation of a problem is often
more essential than its solution, which

may be merely a matter of mathematical

or experimental skill.

Einstein, Infeld



Mathematicians are like Frenchmen: AS
soon as you tell them something, they
translate it into their own language, and

It immediately appears different.

Goethe
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Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat markyz de Condorcet,
17.9.1743-28.3.1794




» Studium: Jesuitska kolej v Remesi, College de Navarre v Pafizi,
matematika u d’Alemberta.

» 1765 —1774: Kariéra matematika, ¢len Kralovské akademie véd,
cestny clen mnoha zahranicnich akademii a filosofickych spolecnosti,
spoluprace s L. Eulerem a B. Franklinem.

» 1774: Jmenovan generalnim inspektorem mincovny.

» 1777: Jmenovan tajemnikem Akademie véd.

> 1782: Zvolen ¢lenem Francouzské akademie.



> 1789: Udast ve Francouzské revoluci.

» 1791: Zvolen za Pafiz do Zdkonoddrného shromdZdéni: ndvrh
reformy francouzského skolstvi, navrh ustavy, boj za prava zen a
cernochd.

» 1792: Hlasoval proti popravé krale Ludvika XVI, zafazen mezi
Girondisty.

» 1793: Po prevzeti moci Jakobiny kritizoval pozménény navrh
ustavy, oznacen za zradce, vydan zatykac, pét meésicu se skryva v Parizi.

» 1794: 28. bfezna umird za nevyjasnénych okolnosti ve vézeni v
Bourg-la-Reine.



% Du calcul intégral, 1765.
** Du probleme des trois corps, 1767.
»* Essais d’analyse, 1768.

¢ Contribution au Supplément de I’Encyclopédie (22 articles sur
I'analyse mathématique), 1776-1777.

s Essai sur 'application de I'analyse a la probabilté des decisions
rendues a la pluralité des voix, 1785.



% Du calcul intégral, 1765.
** Du probleme des trois corps, 1767.
»* Essais d’analyse, 1768.

* Contribution au Supplément de I’Encyclopédie (22 articles sur
I'analyse mathématique), 1776-1777.

s Essai sur 'application de I'analyse a la probabilté des decisions
rendues a la pluralité des voix, 1785.

Nejcitovaneéjsi a nejméne Ctené; a kdyz Ctené, tak casto chabé
pochopené dilo teorie hlasovani.



Condorcetuv jev

Je Condorcetuv jev typicky pro vétSinové hlasovani?

Kdy se pri vétSinovém hlasovani Condorcetuv jev
nevyskytuje?

Existuji hlasovaci metody, v nichz se Condorcetlv
jev nevyskytuje?
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1 2 3
1,2,3
X X X { }
— X X X
X X X
X X X
X X X
t¥iclenna skupina 216 profil 5,6%

p&tiClenna skupina 7 776 profild 6,9%
sedmiclenna skupina 279 936 profild 7,8%



T 3 5 7 O limita
3 056 .069 .075 .078 .088
4 111 .139 150 .156 176
5 .160 .200 .215 .230 251
6 202 255 258 .284 .315
7 239 299 305 .342 .369
limita | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000




Existuji hlasovaci metody bez Condorcetova jevu?

1 2 3 Skupina
C
—
a
b
1 2 3 Skupina
X X
—
y y
Z y 4

Kolik jich je v pripadé 3 na 37?
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Existuji hlasovaci metody bez Condorcetova jevu?
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Kolik jich je v pripadé 3 na 37?
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Funkce spolecenského blahobytu
(Social welfare function)

\4

X znacCi mnozinu alternativ.
N znac¢i mnozinu ¢lenu.

[P znaci mnozinu usporadani mnoziny X.

YV V V V

PN znac¢i mnozinu individualnich profila.

Funkce spolecenského blahobytu je zobrazeni
PN - P



Pozadované vilastnosti

» Davaji-li vsichni ¢lenové skupiny prednost
alternativé x pred alternativou y, pak také skupina
dava prednost x pred y.



Pozadované vilastnosti

» Davaji-li vsichni ¢lenové skupiny prednost
alternativé x pred alternativou y, pak také skupina
dava prednost x pred y.

» Spolecenskd preference mezi jakymikoliv dvéma
alternativami zavisi pouze na preferencich ¢lent mezi
témito dvéma alternativami.



Keneth J. Arrow
(1921 - 2017)

Ma-li mnozina alternativ alespon tri prvky a
ma-li skupina alespon dva cleny, pak jedinymi
funkcemi spolecenského blahobytu, ktere maji
obé pozadované vlastnosti, jsou diktatury.

K. J. Arrow: Social Choice and Individual Values, 2nd ed., Wiley,
New York, 1963. (Spolecensky vybér a individualni hodnoty,
Svoboda, Praha, 1971, 17 Kcs.)



K. J. Arrow: Social Choice and Individual Values, 2nd. ed.,
Wiley, New York, 1963.

A. K. Sen: Collective Choice and Social Welfare, San Fran-
cisco: Holden-Day; and Edinburgh: Oliver & Boyd, 1970.

J.S. Kelly: Social Choice Theory: An introduction, Berlin,
Springer, 1988.

D. E. Campbell, J.S. Kelly: Preference Aggregation, Math.
Japonica 45, 573—593, 1997.

K. J. Arrow, A. K. Sen and K. Suzumura, eds.: Handbook
of Social Choice and Welfare, Elsevier, Amsterdam, Vol-
ume 1, 2002.



A filter on E is a set F of subsets of E such that

e £ Fand 0 ¢ F;

o If X CY CFE and X € F, then Y € F;

oIf X e Fand Y € F, then X NY € F.

Maximal filters are called ultrafilters.



If Z is a nonempty subset of E. Then the set
{XCFE:ZCX}

is a filter on E. Such filters are called the princi-

pal filters generated by ~Z.

A principal filter is an ultrafilter if an only if it is

generated by a singleton.

On a finite set every filter is principal.



A subset J C N of individuals is decisive for (x,vy)

if, for every profile p, = =P y whenever x >§ y for

all 3 € J. A subset J C N is decisive if it is decisive

for all (x,v).

A subset J C N is inversely decisive for (x,y) if,

for every profile p, y =P = whenever z >§ y for all

7 € J. A subset J C N is inversely decisive if it is

inversely decisive for all (x,v).



Any coalition that is decisive for some pair of
alternatives is decisive for every pair of alterna-

tives.

Any coalition that is inversely decisive for some
pair of alternatives is inversely decisive for every

pair of alternatives.

T he collection of decisive sets or the collection of
inversely decisive sets (whichever is nonempty) is
an ultrafilter.



Let D be the set of decisive coalitions. By Pareto
condition N € D. Thus D is nonempty. More-
over, D is finite because N is finite.

Let H be any member of D of smallest cardinal-
ity. This cardinality is positive because 0 is not
decisive.

Let 5 be any member of H. If {j} € D, then j
is a dictator. If {j} €D, then N\ {j} € D. Thus
HN(N\{j}) € D, which is a contradiction.



O vSem se uz premyslelo, nas§im ukolem je premyslet

o0 tom znovu.

Odmitat teorii jako neuzitecnou kvali tomu,
abychom pracovali na kazdodennich vécech, je jako

navrhovat odfiznout stromu kofeny, protoze praveé

nema ovoce.



» X znadi mnoZinu alternativ.

» N znad¢i mnozinu ¢lent.

» P zna¢i mnoZinu usporadani mnoZiny X.
» PNzna¢i mnoZinu individualnich profild.

Funkce spolecenského blahobytu (Social welfare function)
je zobrazeni

PN — P

Funkce spolecenského vybéru (Social choice function)
je zobrazeni
PN - X PN - P(X)



Jean-Charles, chevalier de Borda
(1733 -1799)

Navrhl hlasovaci systém, ktery
pak dvacet let pouzivala
francouzska akademie ved.

Posledni alternativa ziska O bodu, predposledni
1 bod, pred predposledni 2 body, . ..

Vyhrava alternativa s nejvétSim poctem bodu.
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Nicholas of Kues (1401 — 1464)

VIV

Navrhl reformu Svaté rise rimské
hlasovaci metodu pro vybér cisard,
ktera je ve své podstaté stejna jako

metoda, kterou navrhl Borda.

Q)




Plurality

Vyhrava alternativa, ktera ma nejvétsi pocCet prvnich

mist.

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7
a a a C C b e
o) d d o) d C C
C b b d b d d
d e e e a a o)
e C C a e e a



Hare

Vyhrava alternativa, ktera ma alespon polovinu
prvnich mist. V pripadé, Zze neexistuje, vylouci se
alternativa nebo alternativy, které maji nejméneé
prvnich mist a proces se opakuje.
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Podle agendy

Nejprve se zvoli poradi alternativ. Pak se prvni al-
ternativa postupné (ve zvoleném poradi) vétSinoveé
srovnhava s kazdou alternativou, prohravajici al-
ternativy se vyradi a proces se opakuje.
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Napriklad, pro poradia — b — ¢ — d — e dostaneme:

a—b—=c—>d—e

b—>c—d—e
b—d—e
d— e



Diktatura

Nejprve se vybere jeden Clen skupiny, ignoruji se
preference vSech ostatni Clenu a vyhrava alterna-

tiva podle preferenci vybraného cClena.

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7
a a a C C b e
o) d d b d C C
C b b d b d d
d e e e a a o)
e C C a e e a



Condorcetuyv vitéz

Condorcetlv vitéz je alternativa, ktera ma pri konfrontaci s
kazdou z ostatnich nadpoloviéni vétsSinu hlas.

Ramon Llull (1235 - 1316)

V roce 2001 byly nalezeny ztracené rukopisy Ars
notandi, Ars eleccionis, a Alia ars eleccionis,

Ma-li byt zvolen jeden z nékolika kandidatd,
bylo by spravedlivé, kdyby tento clovek zvitézil
v soutézi s kazdym ze zbyvajicich kandidatu.
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Funkci spoleCenského vybéru nazveme

e Paretovskou, jestlize plati: kdyz kazdy dava
prednost = pred y, pak funkce nevybere alter-

nativu y.

e Monotonni, jestlize plati: je-li x vitéznou al-

N 7

ternativou a nékdo z Clenu zvySi pozici x O

jedno misto, pak x zustane vitézem.



e Nezavislou na nepodstatnych alternativach, jestlize
plati: Jestlize funkce vybere = a nevybere y a
jestlize nékteri Clenové zméni své preference,
pricemz nikdo nezmeéni preference mezi x a vy,

pak funkce nevybere y.

e Condorcetovskou, jestlize plati: existuje-li Con-

dorcetuv vitéz, pak je i vitéznou alternativou.



Par Mon Con Ind

Plurality
Borda
Hare

Seq. pairs
Dictator

yes yes no no
yes yes no no
yes no no no
no vyes vyes no
yes yes no yes



Jednim ze zptsobt, jak se vyhnout Condorcetovu
jevu, je omezit svobodu jednotlivcd tim, Ze nékteré

preference se nepovoli.

Jestlize tuto ideu prijmeme, bude jist¢ vhodné

omezit svobodu co mozno nejméng.

Tim ovSem vznikd zajimavy a obtizny problém

stanovit, které preference nebudou pripustné.



V pripade tif alternative x, y, z, existuje 6 riznych

linedrnich usporadani

1 2 3 4 5 6
X XV VY Z Z
YV V X Z XV
Z Z Z X VY X

Reknéme, Ze jedno z nich zakaZzeme, napt.
X

y
Z

Pomuze to?



Z nasledujiciho prikladu je vidét, Ze nikoliv:

y X Z
— y X Z

X Z Yy
X Z y

Z 'y X

Analogické priklady lze najit pro kazdé usporadani,
a musime tedy vyloucit vice neZ jen jedno

usporadani.



Snadno lze ovéfit, Ze je nutné vyloudit po jednom

usporadani z nasledujici dvou skupin:

XYy Z XZY
ZXYy Yy X Z
y Z X ZYy X

Da se takeé ukazat, Ze tato nutna podminka je v

pripadé tii alternativ i podminkou postacujici.



Peter C. Fishburn (2002) Acyclic sets of linear
orders: A progress report. Social Choice and
Welfare, 19, 431-447.

Bernard Monjardet (2009) Acyclic domains of

linear orders: a survey. In: The Mathematics of

Preference, Choice and Order; Springer, Berlin.

Donald G. Saari (2009) Condorcet Domains: A Ge-
ometric Perspective. In: The Mathematics of
Preference, Choice and Order; Springer, Berlin.



e A SCF is resolute if it is single valued on all

profiles of strict preferences.

e A SCF is anonymous if each pair of voters

play interchangeable roles.

e A SCF is neutral if each pair of alternatives

are interchangeable.



e A SCF is monotonic if the following holds: if
x IS a winner and one voter switches his or her

ballot from y to x, then x remains a winner.

e A SCF is positively responsive if the following
holds: if x is a winner and one voter switches
her ballot from y to x, then x becomes the

unique winner.



May’'s Theorem; K. May, 1952

e For two alternatives and an odd number of
voters, majority rule is the unique resolute,

anonymous, neutral, and monotonic SCF.

e For two alternatives and any number of vot-
ers, majority rule is the unigue anonymous,

neutral, and positively responsive SCF.
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