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OD NEWTONA KE KEPLEROVI
GEOMETRICKY

JIRT PODOLSKY

Uz od zakladni skoly vsichni zndme Newtonovy zakony mechaniky
a od stredni skoly také Keplerovy zakony pohybu planet. Bez velké
nadsazky lze Tict, Ze tyto dvé trojice zadkont tvori zakladni kameny
tyzikalniho poznani svéta. Vime také, ze sehraly klicovou roli v histo-
rii prirodovédy. Zminéné zakony — klenouci se jako duchovni oblouk
mezi poc¢atkem a koncem 17. stoleti — vymezuji prvni Gspésny pokus
v déjinach o matematické vystizeni slozitych déjt, které se odehra-
vaji ve vesmiru. V jistém smyslu pravé jimi lidstvo pfekrocilo stin
stredovekych dogmat a vstoupilo do éry novovéku, ve kterém rozum
a racionalita prinesly své prekvapivé a netusené plody.

Piipomenuti

V tomto prispévku se chceme vénovat souvislosti mezi Keplerovymi
a Newtonovymi zakony, a proto logicky zacneme jejich struénym pii-
pomenutim (v dnesni ,neskolometské” formulaci).

Keplerovy zakony: geometrie planetarnich orbit

K1 (,elipsy“): Planety se pohybuji po elipsdch, v jejichZ spolecném
ohnisku je Slunce.

K2 (,plochy“): Spojnice Slunce a planety opiSe za stejny cas vzdy
stejnou plochu.

K3 (,T%~ R*“): Druhd mocnina obéiné doby planety je timérnd
treti mocniné hlavni poloosy jeji trajektorie.

Prvni dva zdkony byly Keplerem objeveny béhem jeho plodného po-
bytu v Praze a poprvé otistény ve slavném dile Astronomia nova (Nova
astronomie, 1609), tfeti zakon objevil 15. 5. 1618 a publikoval o rok
pozdé&ji v praci Harmonice mundi (Harmonie svéta, 1619).
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Newtonovy zakony: dynamika pohybu

N1 (,setrvacnost®): Teleso setrvavd v klidu nebo rovnomérné primo-
carém pohybu, neni-li nuceno vnéjsimi silami tento stav zmenit.

N2 (,zakon sily*): Casovd zména hybnosti hmotného bodu je (co do
velikosti i sméru) rovna pisobici sile,

v s , AT
pro nase Ucely tedy plati vzorec ~m3Z; = F.

N3 (,akce a reakce“): Té¢lesa na sebe pusobi stejné velkymi silami
opacného smeru.

K témto zédkladnim zdkontim mechaniky jesté pripojime vyznamny
,Ctvrty Newtontiv zakon®, jimz je zékon vSeobecné gravitace. Oznac¢me
ho pro nase tucely symbolem

NG (,gravitaéni sila®): Dvé télesa hmotnosti my a my vzddlend R

se pritahugi silou
mime

Rz 7’

kterd lezi na spojnici obou téles.

F=k

Gravitacni zékon a jeho souvislost s Keplerovymi zakony Newton po-
prvé prezentoval ve svém kratkém pojednani De motu corporum in
gyrum (O pohybu téles po ob&nych drahéch, listopad 1684). Uplna
verze pohybovych zakont a zdkona gravitacniho je pak vlastnim obsa-
hem jeho slavnych Principii, tedy dila Philosophiae naturalis principia
mathematica (Matematické zdklady piirodni filosofie, ¢ervenec 1687).

Od Keplera k Newtonovi a nazpatek

Newtontv duvtipny postup fyzikalné-geometrickych tuvah, které ve-
dou od Keplerovych zékoni k zidkoniim dynamickym, je fascinujici
a v minulosti zaujal fadu lidi, mezi nimi i Feynmana. Ten 13. 3. 1964
proslovil na Caltechu prednasku préavé na toto téma. Nebyla ovsem
zafazena do jeho znamého kurzu Feynmanovijch predndsek z fyziky.

Feynmanovy struéné rukopisné poznamky se zahy ,ztratily”, byly
znovu objeveny az v roce 1992 v pracovné jeho byvalého spolupra-
covnika Leightona. Podafilo se je rekonstruovat a vydat knizné [1]
(nedavno vysel slovensky pieklad [2]). Kniha vyvolala znacny ohlas
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v odbornych pedagogickych ¢asopisech [3, 4, 5, 6], zahy se objevil i
Cesky clanek [7]. Na$ piispévek je inspirovan pravé zminénou knihou
[1]. Pfebirame zde jak logiku argumentaci, tak kli¢ové obréazky.

Postup, kterym zde ukazeme geometrickou souvislost Keplerovych
a Newtonovych zakont, lze rozdélit do dvou casti. V prvni nejprve
z Keplerova druhého a tretiho zakona odvodime Newtontiv gravitacni
zékon. Nésledné pak z Newtonovych zakont odvodime Keplertiv prvni
zakon, ¢imz se oveii spravnost Newtonovy teorie a jeji predikativni
schopnost. Poutava je predevsim skutecnost, ze posloupnost tvah do
znacné miry odpovida historickému Newtonovu postupu.

K2 implikuje dostFednost gravitacni sily

Ukazeme nejprve, ze za predpokladu platnosti Newtonovych dyna-
mickych zadkontt N1-N3 je Keplertiv zakon ploch K2 ekvivalentni sku-
tecnosti, ze gravitacni sila ptisobi vzdy smérem ke Slunci. Newtontv
postup spociva v tom, ze drahu planety nejprve ,diskretizujeme®, tedy
spojitou trajektorii aproximuje na sebe navazujicimi tiseckami, které
planeta ubéhne za stejné casové intervaly At, viz obr. 1.

Obr. 1: Newtontv origindlni diagram z Principit.
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V nepfitomnosti Slunce by se planeta v souladu se zakonem setr-
vacnosti N1 pohybovala rovnomérné pfimocaie z bodu A do bodu B
a pak déle za stejny ¢as z bodu B do bodu ¢ (v detailu viz obr. 2).
Slunce umisténé v bodé S vsak planetu gravitacné pritahuje k sobé€,
pricemz jeho piisobeni miizeme soustiedit do okamziku, kdy se pla-
neta nachazi v bodé B. Protoze gravitaéni sila je dostfedna, bude
v souladu s N2 zrychleni a tedy i zména rychlosti mifit na spojnici
BS. Z prostého skladani rychlosti plyne, Ze planeta se nedostane do
bodu ¢, ale do bodu C', pficemz tisecka C'c je rovnobézna s BS. To ale
nutné implikuje, Ze plocha trojihelnika SAB je stejné velka jako plo-
cha trojihelnika S BC'. Opravdu: Trojthelnik SAB ma stejnou plochu
jako (na obr. 2 nezakresleny) trojihelnik SBc (ponévadZ maji stejné
zakladny AB resp. Bc a totozné vysky, nebot maji spoletny vrchol
v S), a ten ma zase stejnou plochu jako trojihelnik SBC' (nebot maji
spolecnou zékladnu SB a také stejnou vysku pravé proto, ze tsecka
Cc je rovnobézna s SB). Stejny postup mizeme aplikovat i dale na
useku C'D, jen s tim rozdilem, ze sila nyni ptisobi na spojnici CS,
a podobné na vsech nasledujicich tisecich. MuZzeme tedy shrnout, ze
dostiednost gravitacni sily implikuje platnost zakona ploch. Protoze
poradi vysSe uvedenych argumentii mizeme snadno obratit, lze také
naopak odvodit, ze z Keplerova zdkona K2 plyne fakt, Ze gravitacni
sila Slunce pusobi vidy centrdlné, tedy ve sméru od planety ke Slunci.

rovnobéznik v
C c setrvacny pohyb

pohyb zpiisobeny silou

- skute¢ny pohyb

Obr. 2: Plocha trojuhelnika SAB je stejné velka jako plocha trojihelnika
SBC.
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K3 implikuje ubyvani gravitacni sily se ¢tvercem vzdalenosti

Nyni je vhodné zavést pojem rychlostniho diagramu. Zatimco ob-
vykly diagram znazornuje zavislost polohového vektoru R planety viici
Slunci na ¢ase, rychlostni diagram (zvany téz hodograf) znézornuje ¢a-
sovy vyvoj vektoru okamzité rychlosti o, pficemz posloupnost vektori
v vykreslujeme vii¢i spolecnému pocatku, viz obr. 3.

vy Vas Vaa

polohovy diagram rychlostni diagram

Obr. 3: Polohovy diagram (vlevo) a odpovidajici rychlostni diagram
(vpravo).

7 pouh¢ kinematiky plyne, ze rychlost je okamzitd zména polohy,
a proto napriklad vektor rychlosti U544/ je rovnobézny s tiseckou AA’
atd. Uvazme nyni specialni ptfipad kruhové orbity. Pfedstavme si, zZe
planeta obiha po kruznici poloméru R, a to rovnomérné konstantni
rychlosti o velikosti v. Rychlostni diagram proto bude také kruznice,
ovsem polomeéru v. Kdyz planeta obéhne Slunce pravé jednou dokola,
polohovy vektor R opise uplny kruh a vektor rychlosti v rychlost-
nim diagramu také, a to za stejny cas obéhu T'. Protoze rychlost
je zména polohy a zrychleni je zmeéna rychlosti — a navic jde o po-
hyb rovnomérny — plati elementarni vztahy v = 20 R/T a a = 27v/T,
takZe dosazenim z prvni rovnice do druhé dostdvdme a = 472 R/T?.
Kdyz nyni pouzijeme t¥eti Keplertiv zadkon 1% ~ R3, dostavame ihned
a ~ R/R* =1/R? Podle N2 je oviem sila F' imérna zrychleni a, a tak
velikost gravitacni sily ubyvd s druhou mocninou vzddlenosti planety
od Slunce, F' ~ 1/R2.

Shrneme-li oba pfedchozi body, mtzeme tedy uzaviit, ze NG je
ekvivalentni K2 a K3.
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Finale: odvozeni K1 z Newtonovych zakonu

Dva Keplerovy zakony nam tedy umoznily nalézt spravnou podobu za-
kona gravitacni sily. Zbyva provést klicovy test, totiz ovétit, ze z New-
tonovych zakonit mechaniky N1-N3 a z gravitacniho zakona NG plyne
také hlavni Keplertiv zdkon K1. Jinymi slovy, zbyva odvodit, Zze draha
planety kolem Slunce je elipsa. Podobné jako v predchozich tivahéch
pouzijeme i zde vyhradné geometrické argumenty.

Geometrické konstrukce elipsy

Musime pochopitelné zacit tim, co to vlastné elipsa je a jak se da
zkonstruovat. Vsichni zname ze skoly, 7Ze elipsa je mnozina bod, které
maji konstantni soucet vzdalenosti od dvou privilegovanych bodt —
ohnisek, viz obr. 4 vlevo nahofe.

€ Fidici kruznice

N elipsa uréeni body P

Obr. 4: Obé hlavni vlastnosti elipsy (nahofe) lze dokazat pomoci konstrukce
zobrazené na spodnim diagramu a vysvétlené v textu.

Dalsi dulezitou (av8ak méné znamou) charakteristikou elipsy je
skutecnost, ze kazdy paprsek vyslany z jednoho ohniska se na eliptické
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kiivce odrazi pfesné do druhého ohniska. (Tento fakt zndme v limit-
nim piipadé: extrémné excentricka elipsa pfechazi v parabolu, jejiz
druhé ohnisko lezi v nekonecnu. Proto je rovnobézny svazek paprski
parabolou soustiedén do jejiho ohniska.)

Pro nas dalsi vyklad je ovSsem nutné ptripomenout jesté dalsi za-
jimavou geometrickou konstrukei elipsy. Ta ndm navic umozni podat
clegantni ditkaz platnosti obou vyse zminénych vlastnosti. Kolem bodu
F opisme tzv. ridici kruznici a uvnitf ni zvolme dalsi bod F’, jak je
znazornéno na obr. 4 dole. Spojme oba body s libovolnym bodem G
lezicim na kruznici. Prisecik osy tsecky GF s tiseckou GF' je bod P,
ktery lezi na elipse. Provedeme-li tuto konstrukei pro kazdy bod G na
Fidici kruznici, opravdu dostaneme elipsu s ohnisky F a F”.

Tuto skutecnost snadno dokézeme. Trojuhelniky GOP a F'OP
jsou zjevné identické, takze i strany PG a PF’ jsou stejné dlouhé.
Soucet vzdalenosti FP + PF’ je roven F'P + PG, coz je konstanta
rovna poloméru kruznice. Body P odpovidajici vSéem bodim G na
fidici kruznici tedy lezi na elipse. Nyni dokazeme také druhou vlatnost,
trotiz ze svétlo vyslané z ohniska F' se nutné odrazi do ohniska F’. Ze
shodnosti trojihelniki GOP a F'OP plyne, ze tihel « je roven tihlu g.
Déle zjevné plati, ze thel a je roven thlu 7. Je tedy jasné, ze g = v,
coz je praveé hledany zakon odrazu. Staci pouze dokazat, ze osa OP
usecky GFE” je tecna k elipse v bodé P. To je ovSem snadné: vezmeme-
1i kterykoli jiny bod na této ose, evidentné bude (opét diky shodnosti
ptislusnych trojuhelnikti) soucet jeho vzdalenosti od ohnisek vétsi nez
F P+ PG, coz je polomér kruznice. Kazdy takovy bod proto musi lezet
vné elipsy, takze osa tsecky GF’ je opravdu tecna.

Rychlostni diagram planety

Po této kratké geometrické predehie se mizeme vratit k nasi fyzikalni
tloze, totiz odvozeni Keplerova zakona K1. Celou drédhu planety ko-
lem Slunce, jez lezi v bodé S, rozdélime na pevné dany pocet tsekii
takovych, ze jejich stredove uhly jsou vsechny stejné a maji konstantni
hodnotu A¢, viz obr. 5 vlevo nahote. Podle zdkona ploch K2 proleti
plancta prislusny tsck drahy za cas At, ktery je piiblizné (v limité
A¢ — 0 pak pfesné) tmérny plose prislusného trojihelnika, tedy
At ~ AS ~ R*A® ~ R? kde R je (priimérnd) vzdalenost planety
od Slunce na daném tseku.
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Uvazme nyni, jaké je zména rychlosti Av na téchto tsecich. Podle
Newtonova pohybového zakona N2 je zména hybnosti rovna plisobici
sile co do sméru i velikosti, takie AT ~ FAt. Zména velikosti rychlosti
Av je tedy tmérna FAt, pficemz At ~ R?, zatimco podle NG je
F ~ 1/R? takze Av je na viech tsecich vymezensjch A¢ stejnd. Pokud
jde o smér zmény rychlosti Av, je podle NG presné dostfedny, tedy
ptisobi ve sméru okamZzité spojnice R Slunce a planety.

polohovy diagram

Obr. 5: Rychlostni diagram pohybu planety je pravidelny mnohothelnik,
ve spojité limité pak kruznice.

7 téchto informaci jiz snadno odvodime, Ze rychlostni diagram po-
hybu planety musi byt pravidelnym mnohotuhelnikem, viz obr. 5 vpravo
dole. Zména velikosti rychlosti Av je totiz na kazdém tseku rychlost-
niho diagramu stejna, takze tisecky jk, ki, Im atd. maji stejnou délku.
Navic sméry téchto tseéek odpovidaji sméram A, kterd jsou rovno-
bézné se sméry ﬁ, tedy tseckami K.S, LS, MS atd. v polohovém di-
agramu. Tyto sméry jsou ovSem vzajemné otocené vzdy o konstantni
tthel A¢. Rychlostni diagram je tedy pravidelny mnohotihelnik. Ve
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spojité limité A¢ — 0 se rychlostni diagram stavd kruznici. To je
docela prekvapiva skutec¢nost!

Vlastni dukaz

Dospéli jsme tedy k obrazku znézornéném na obr. 6. Necht se planeta
pii svém pohybu kolem Slunce dostala do bodu P, ktery svird s pe-
riheliem v bodé J thel 0. Jeji okamzitou rychlost ¥p mizeme zjistit
v rychlostnim diagramu, jenz ma podobu kruznice. Stanovime bod p,
aby thel urceny body pC'j byl pravé 6. Spojnice excentrického bodu
O a bodu p v rychlostnim diagramu pak urcuje okamzitou rychlost
planety ¥p (co do sméru i velikosti), kterd je te¢nou k trajektorii.

teéna k trajektorii
je rychlost rovnobé&Zna
s touto tseckou

tyto uhly
jsou stejné

Obr. 6: Poloha planety a odpovidajici rychlost jejiho pohybu.

Nyni staci provést posledni elegantni trik: otoéme rychlostni dia-
gram o 90 stupni ve sméru hodinovych rucicek a vykresleme ho do
stejného obrézku, v némz znazortiujeme trajektorii planety (ztotoz-
nime body C a S). Dostaneme tim obr. 7. Oba thly 6 v polohovém
i oto¢eném rychlostnim diagramu splynuly. Nyni staci si jen uvédomit,
ze rychlostni diagram se stal 7idici kruZici pro konstrukci elipticke tra-
jektorie! Opravdu: osa tsecky Op v otoceném rychlostnim diagramu
urcuje okamzitou rychlost, ktera je tecnou k trajektorii planety v bodé
P. Jak jsme ale jiz diive ukazali, takto zkonstruovany bod P musi le-
zet na elipse, a to pro kazdou hodnotu tthlu 6. Tim jsme dokazali, Ze
trajektorii planety v gravitacnim poli Slunce popsaném Newtonovymi
zakony je opravdu elipsa. I prvni Keplertuv zakon je tedy dusledkem
zakonit Newtonovych.
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Obr. 7: Rychlostni diagram planety otoceny o 90 stupnii kresleny do stej-
ného obrazku jako diagram polohy ukazuje, ze trajektorie planety musi byt
elipsa, protoze osa primky Op urcéujici smér okamzité rychlosti je teénou
k elipse v bodé P (srovnej s obr. 4).
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